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Zdefiniuj zmienng losowa, rozktad prawdopodobieristwa. Przy jakich zatozeniach funkcje: F(x) = sin(x), F(x) = a —
e~ * moga by¢ dystrybuantami?

Podaj twierdzenie Lindeberga — Lévy’ego. Jakie jest jego znaczenie w estymacji wartosci Sredniej?

Zdefiniowac proces Markova. Co go w petni charakteryzuje?

Partia pudetek zawiera 100000 pudetek zapatek. Dostawca twierdzi, ze w pudetku s3 Srednio 54 zapatki. Stwierdzi¢, czy
hipoteze te mozna odrzuci¢ na poziomie istotnosci @ = 0.02 . Pobrano prébe o licznosci n = 100. Z préby tej otrzymano
m, =51.21o0raza, =2.45.

Poda¢ definicje zmiennych losowych niezaleznych dla n zmiennych (X4, X5, ..., X;,). Rozpatrzmy dwukrotny rzut moneta.
Sprawdzic, czy zmienne losowe X i Y charakteryzujace odpowiednio pierwszy i drugi rzut sg niezalezne.

Zdefiniuj proces stacjonarny w szerszym i w weiszym sensie. Podaj zwigzek miedzy nimi.

Opisac¢ spos6b wyznaczania minimalnej licznosci proby zapewniajacej zadang doktadnos¢ estymacji wartosci sredniej
cechy X w probie generalnej.

Poda¢ aksjomatyke Kotmogorowa, opisa¢ jak tworzymy &-algebre A. Zdefiniowa¢ prawdopodobiennstwo warunkowe
i udowodnic, ze spetnia te aksjomaty.

Zdefiniowac warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze zmienna losowa X przyjeta
okreslong wartos$¢ oraz warunkowa wartos¢ srednig przy tym zatozeniu.

Sformutowac stabe prawo wielkich liczb Markova i podaé (krétko) jego zwigzek z teorig estymacji.

Zdefiniowac proces losowy o niezaleznych przyrostach i proces Markova. Poda¢ zwigzek miedzy nimi.

Zdefiniuj rozktady brzegowe zmiennej losowej X. Podaj dystrybuante dla typu skokowego, ciggtego iw przypadku
ogolnym.

W pewnym urzadzeniu trzeba przecietnie 7 razy w roku (<7000 h pracy) wymienia¢ pewien podzespot. Zaktadajac, ze
liczba wymian tego podzespotu w danym okresie ma rozktad Poissona, wyliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze
koniecznos¢ wymiany podzespotu wystgpi po 100 godzinach pracy.

Oblicz E(X) i D?(X) rozktadu Poissona.

Podaj wtasnosci wariancji i udowodnij, Ze suma wariancji jest rowna wariancji sumy zmiennych.

Zdefiniowac proces losowy, jego wartos¢ srednig i funkcje korelacyjna. Kiedy mozna wyznaczy¢ te charakterystyki
dysponujac pojedyncza realizacja procesu (warunek dostateczny dla proceséw stacjonarnych w szerszym sensie
+ odpowiednie wzory).

Definicja préby losowej, estymatora parametru q cechy X. Dany jest rozktad N(5000; 50), préba n-elementowa i srednia
m. Obliczyé prawdopodobieristwo, ze $rednia m jest z przedziatu [5050; 5100].

Narysowac wykres dystrybuanty oraz wyprowadzi¢ wzor na wartos¢ srednig i wariancje zmiennej losowej o rozktadzie
dwupunktowym.

Zdefiniuj zmienng losowgq, rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuante. Wykresli¢ dystrybuante dla rzutu szescienng
kostka do gry.

Obliczy¢ E(X) i D(X) dla rozktadu wyktadniczego.

Sformutuj twierdzenie Bayesa.

Definicja estymatora.

Definicja proby losowej, sposéb pobrania préby losowej, jakie postulaty musi spetnia¢ préba losowa.

Definicja statystyki.

W jaki sposob estymujemy wartosc cechy X.

W wyniku dtugotrwatych obserwacji znana jest wariancja pomiaréw pewnej wielkosci (wariancja = 0.02). llu trzeba
dokonaé¢ pomiaréw tej wielkosci, aby z prawdopodobieristwem > 0.99 srednia arytmetyczna otrzymanych wynikéw
roznita sie od wartosci sredniejo < 0.01?

Wykaza¢, ze wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych X, Y jest réwna sumie wariancji tych zmiennych.

Definicja procesu losowego (stacjonarnego chyba) w szerszym sensie oraz jego warto$¢ srednia (skorzystaé
z ergodycznosci).

Estymator najefektywniejszy wartosci sredniej.

Poda¢ o-algebre zbioréw borelowskich.

by Marcin R.



zad. 1

Zdefiniuj zmienng losowa, rozktad prawdopodobieristwa. Przy jakich zatozeniach funkcje: F(x) = sin(x),
F(x) = a — e ™ moga by¢ dystrybuantami?

Zmienng losowg nazywamy funkcje rzeczywistg X okreslong na przestrzeni zdarzen elementarnych Q i takg, ze
przeciwobrazy zbioréw borelowskich na prostej (w R!) otrzymane za pomoca tej funkcji s3 zdarzeniami
losowymi. Wystarczy wymagacé, by przeciwobrazy przedziatéw postaci (—oo; x) byly zdarzeniami losowymi,
gdyz kazdy zbidr borelowski na prostej mozna otrzymac za pomocga przeliczalnej liczby dziatan na takich
przedziatach.

Innymi stowy, zmienna losowa X to funkcja dziatajaca z Q w R taka, ze:
/\X‘l[(—OO;x)] ={w:X(w) <x}€EA
X

Widzimy zatem, Zze zmienna losowa to funkcja odwzorowujgca Q w prostg, mierzalna wzgledem
prawdopodobienistwa.

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazywamy prawdopodobienstwo indukowane czyli
funkcje zbioru dang wzorem:

Py(S) = P[X"1(S)] = Plw: X(w) €S], S € Ay

Aby funkcja F(x) mogta by¢ dystrybuanta, musi spetnia¢ warunki:

a) jest nieujemna i niemalejaca
b) F(—») =0, F()=1
c) jest przynajmniej lewostronnie ciggta

Aby pierwsza funkcja byta dystrybuanta, definiujemy jg nastepujaco:

Dla funkcji drugiej natomiast przyjmujemy a = 1 oraz definiujemy j3 jako:

0, x<0
F(o) = {1 —e X x=>0



zad. 2
Podaj twierdzenie Lindeberga — Lévy’ego. Jakie jest jego znaczenie w estymacji wartosci Sredniej?

Niech Xj,X5,.. bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
prawdopodobienstwa, przy czym E(X;) = m,D?(X;) = c? # 0, i=1.2,..

Utwdrzmy zmienng losowa:
n
Yn = z Xi
i=1
Oczywidcie: E(Y,) = nm, D?(Y,) = no?
Unormujmy zmienng losowa Y;, definiujac zmienna losowa Z,, wzorem:

Y, —mn

7 =
n O'\/H

Przy powyzszych zatozeniach cigg zmiennych losowych Z;, Z,, ... jest zbiezny wg dystrybuanty do zmiennej
losowej Z o rozktadzie N(0,1), czyli:

gdzie F, (z) jest dystrybuantg zmiennej losowej Z,,.

Jesli mamy wiec jakis nieznany rozktad, to dla odpowiednio duzej préby mozemy przyjgé, ze jest to rozktad
normalny, co znacznie utatwia np. estymacje wartosci Sredniej.



zad. 3
Zdefiniowac proces Markova. Co go w petni charakteryzuje?

Proces losowy X (t) nazywamy procesem Markova jesli dla dowolnego n, dowolnego ukfadu chwil t; < t, <
-+ < t,, oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x5, ..., X, zachodzi:

P[X(tn) < xp|X(th—1) = Xp_1, X(tn-2) = Xp_2, .. X(t1) = x1] = P[X(t,) < x| X (tn-1) = xp_1]

Oznacza to, ze dystrybuanta warunkowa procesu Markova w dowolnej chwili t,, pod warunkiem, ze wartosci
tego procesu w chwilach t,,_4,t,,_», ..., t; s3 ustalone zalezy tylko od ustalonej wartosci tego procesu w chwili
t,—1 (oraz wartosci biezacej). Jest to tzw. wiasnosé braku pamieci lub wtasno$¢ Markova.

Proces Markova jest w petni opisany przez dystrybuante warunkowa:
F(x,y,s,t) = P[X(t)<x|X(s)=y], s<t
Innymi slowy : Proces markowa jest zatem w pelni scharakteryzowany przez laczna dystrybuante wektora losowego:

[X(©), X(s)]

wraz z tzw. dystrybuantg poczatkowa
F(s,y) = P[X(s) <y].

Widzimy zatem, ze proces Markova jest w petni scharakteryzowany przez jego rozktady dwuwymiarowe.



zad. 4

Partia zawiera 100000 pudetek zapatek. Dostawca twierdzi, ze w pudetku sg srednio 54 zapatki. Stwierdzic,
czy hipoteze te moina odrzuci¢ na poziomie istotnosci @ = 0.02 . Pobrano prébe o licznosci n = 100.
Z proby tej otrzymano m,, = 51.21 oraz g, = 2.45.

Badana cecha ma nieznany rozkfad o nieznanej wartosci sredniej i odchyleniu standardowym. Weryfikujemy

hipoteze Hy: i = o wobec hipotezy alternatywnej Hy: u # pg. Ze wzgledu na duzg licznosé préby (n = 100)
mozemy zastosowac statystyke:

X —

o

U= .Uo\/z

ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, jest standaryzowana zmienng losowg o rozktadzie N(0,1).
Dodatkowo, wobec duzej wartosci n jako nieznang wartos¢ o przyjmujemy watros¢ s obliczong z probki.

Dane:

o = 54

X =m, =5121
s =0, =245
n =100

Obliczamy wartos¢ statystyki U:

%— 51.21 — 54
Upp = S#Ox/ﬁ= g V100 ~ ~1139

Test jest testem dwustronnym, wiec zbidr krytyczny wyznaczamy jako:

(moo o) | Y [ 0)

Wartos¢ U(l_g) odczytujemy z tablic rozktadu normalnego N (0,1). Jezeli u,;; nalezy do zbioru krytycznego, to
2

odrzucamy hipoteze H, na korzys$é hipotezy alternatywnej. W przeciwnym wypadku nie mamy podstaw do
odrzucenia weryfikowanej hipotezy na przyjetym poziomie istotnosci.



zad. 5

Poda¢ definicje zmiennych losowych niezaleznych dla n zmiennych (X4, X5, ..., X;,). Rozpatrzmy dwukrotny
rzut moneta. Sprawdzi¢, czy zmienne losowe X i Y charakteryzujace odpowiednio pierwszy i drugi rzut s3
niezalezne.

Zmienne losowe X1, X5, ..., X;, nazywamy niezaleznymi jesli dla dowolnych zbioréw borelowskich S;, S5, ..., S,
odpowiednio na osiach x4, x5, ..., x,, zdarzenia:

Zi = {O)XL(O)) € Si}' = 1,2, e, n
spetniajg warunek:

P(ZyNZ,N..0NZ,) = P(Zy) % P(Zy) * ...x P(Zy)

O — wypadt orzet, R — wypadta reszka
x,y € {O,R}

(x,¥) € {(0,0),(0,R),(R,0),(R,R)}

P(X=0)=P(X=R)=P(Y=O)=P(Y=R)=2

P(X=0,Y=0)=-=P(X=0)*P(Y =0)

P(X=0,Y=R)===P(X=0)*P(Y =R)

P(X=RY=0)=-=P(X=R)*P(Y =0)

AN N SN T N e

P(X=RY=R)=-=P(X=R)*P(Y =R)

Wida¢ zatem, ze zmienne losowe X i Y sg niezalezne.



zad. 6
Zdefiniuj proces stacjonarny w szerszym i w wezszym sensie. Podaj zwigzek miedzy nimi.

Proces losowy X(t) nazywamy stacjonarnym w wezszym sensie jezeli dla dowolnego n i dowolnego uktadu
ti,ty, ..., ty € T oraz dla dowolnego A takiego, ze A;(t; + A) € T, zachodzi:

F(xl, tl;xZ, tz; vy X, tn) = F(xl, tl + A; X3, tz + A; vy X tTL + A)

Proces losowy X(t) dla ktérego istniejg: wartos¢ srednia m(t) i funkcja korelacji Ry(ty,t;) nazywamy
stacjonarnym w szerszym sensie jesli:

m(t) =m

Rx(ty,t;) = Rx(1),T1=1t, — t;

Proces losowy stacjonarny w wezszym sensie, dla ktérego E[X?(t)] < oo jest réwniez stacjonarny w szerszym
sensie. Dla proceséw normalnych stuszne jest réwniez twierdzenie odwrotne.



zad. 7

Opisa¢ sposéb wyznaczania minimalnej licznosci préby zapewniajacej zadang doktadnos¢ estymacji
wartosci Sredniej cechy X w prébie generalnej.

Jesli cecha X ma rozktad N(u, o), gdzie o jest znane, to doktadnos$¢ estymacji wartosci $redniej wyraza sie
wzorem:

d o
= * —
3’% N

gdzie ya wyznaczamy z tablic rozktadu N(0,1) jako spetniajace rownanie F(y) =1 —%, py,=1—a . Stad
2

minimalna licznos¢ préby wyraza sie wzorem:

ya * 0\ 2
nmin=< Zd )

gdzie d jest zadang doktadnoscig estymac;ji.

Jesli natomiast cecha X ma rozktad normalny, ale o nie jest znane, to otrzymujemy:

N 2
ta x op
_ 2
Nmin = d

gdzie te wyznaczamy z tablic rozktadu t-studenta o n — 1 stopniach swobody, jako spetniajgce réwnanie
2
F(t)=1- %, Py = 1 — a; natomiast d jest zadang doktadnoscig estymacji.

Przy czym jeslin = 30 to zatozenie o normalnosci rozktadu cechy X populacji generalnej jest zbedne i mozemy
korzystac z tablic rozktadu N(0,1).

Zauwazmy, ze przed pobraniem préby g;,' nie jest znane. Aby je wyznaczy¢, nalezy pobra¢ wstepng prébe

a dopiero pdiniej probe wiasciwg lub przyjaé, ze estymujemy n z doktadnosciag d=UTn’. Woédweczas

2
otrzymujemy Ny, = 16 * (tg) . Prowadezi to jednak do stosunkowo duzych n,,;, -
2



zad. 8

Podaé¢ aksjomatyke Kotmogorowa, opisac jak tworzymy d-algebre A. Zdefiniowaé¢ prawdopodobierstwo
warunkowe i udowodnié, ze spetnia te aksjomaty.

Niech Q bedzie dowolnym zbiorem, elementy @;, @5, ... € Q nazywamy zdarzeniami elementarnymi.
Niech A bedzie §-algebrg podzbioréw zbioru Q. Elementy A;, A,, ... € A nazywamy zdarzeniami losowymi.

Dla kazdego zdarzenia A € A okreslona jest liczba rzeczywista P(A4), zwana prawdopodobieristwem zdarzenia
A, spetniajgca nastepujgce aksjomaty:

Al. 0<PMA)<1
A2. P =1
A3, [(Ap Az .. € AYNMANA =0,i#])] = [P(UR4) = X2, P(A)]

Jesli chodzi o §-algebre A to: jesli Q jest skonczona lub przeliczalna, to jest nig zbidr wszystkich podzbiorow
przestrzeni (. Jesli Q jest nieprzeliczalna, to w charakterze A weZmiemy §-algebre zbioréow borelowskich
zbioru Q.

Jesli P(B) > 0, to prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B
definiujemy wzorem:

P(A|B) = P(ANB)
P(B)
Spetnia ono aksjomaty A1-A3:
Al.
Wiadomo, ze P(A N B) < P(B). Zatem: P(A|B) = P(%I’;)B’ <1

Jako, ze P(A N B) = 0 oraz P(B) > 0 (z definicji prawdopodobieristwa warunkowego) to:

P(ANB)
P(A|B) = N >
A2.
_P(@nB) P(B) _
P@aiB) = P(B)  P(B)
A3.

P((UR;A)NB) _ P(UR,(AiNB))
P(B) - P(B)

P((UZ14)IB) =
Gdy zbiory A4, A,, ... s3 roztaczne (a takie jest zatozenie), to zbiory (A; N B) tez muszg by¢ roztaczne. Tak wiec:

o P(Ui2,(4inB)) _ Y2, P(A;NB) o P(AiNB) _ woo




zad. 9

Zdefiniowaé¢ warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze zmienna
losowa X przyjeta okre$long wartos¢ oraz warunkowa wartos¢ srednia przy tym zatozeniu.

Jesli zmienna losowa (X,Y) jest typu skokowego, to dystrybuanta zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze
zmienna losowa X przyjmie ustalong wartos$¢ x; wyraza sie wzorem:

FOl = ) pOrlao,
Yk<y

gdzie p(yi|x;) jest warunkowg funkcjg prawdopodobienstwa i wyraza sie wzorem:

PY =y, X=x) pix

= , k=12, ..
P(X = x;) Di.

pklx) = P(Y = yplX =x;) =

Jesdli natomiast zmienna losowa (X,Y) jest typu ciggtego, to przy pewnych zatozeniach dotyczacych granicy
dystrybuante warunkowg zmiennej losowe]j Y pod warunkiem, ze X = x definiujemy wzorem:

y
F(ylx) = j FOl%) dy,

gdzie f(y|x) jest warunkowg funkcja gestosci zmiennej losowej Y:

)
fOlx) = oK fi(x) >0

Warunkowg wartosé srednig zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze X = x (lub X = x; dla zmiennej typu
skokowego) definujemy ogélnie jako:

[oe]

k
E(VIX = x) = fde(y|x>=1 o
-0 | yf(ylx) dy, gdy (X,Y) jest typu ciagtego

Z yipilx;),  gdy (X,Y) jest typ skokowego



zad. 10
Sformutowac stabe prawo wielkich liczb Markova i poda¢ (krétko) jego zwigzek z teorig estymacji.

Niech X;,X,,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o $rednich E(X;) = m; iwariancjach
D*(X) =02 i=12,..

Utwdrzmy zmienng losowa:

Jesli przy powyzszych zatozeniach lim,,_,., D?(M,,) = 0 to
/\ lim P(IM,, — E(M,))| = ¢) = 0

n—oo
&>0

Czyli ciag M4, M5, ... jest zbiezny wg prawdopodobienstwa do E(M,,), czyli do zmiennej losowej o rozktadzie
jednopunktowym E(M,)).

DOKONCzY(C!!!



zad. 11
Zdefiniowac proces losowy o niezaleznych przyrostach i proces Markova. Poda¢ zwigzek miedzy nimi.

Proces losowy X (t) nazywamy procesem o przyrostach niezaleznych jesli dla dowolnego n, dowolnego uktadu
chwil t; <t, < -+ < t,, zmienne losowe:

X(t1), X(t3) — X(t1), ..., X (ty) — X(tn-1)

sg niezalezne.

Proces losowy X (t) nazywamy procesem Markova jesli dla dowolnego n, dowolnego ukfadu chwil t; < t, <
-+ < t,, oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x5, ..., X, zachodzi:

P[X(tn) < xp|X(th—1) = Xp_1, X(tn-2) = Xp_2, ... X(t1) = x1] = P[X(t,) < x| X (tn-1) = xp_1]

Proces losowy o przyrostach niezaleznych taki, ze P[X(t;) = c] = 1 (c — stata) jest procesem Markova (ale nie
odwrotnie).



zad. 12

Zdefiniuj rozktady brzegowe zmiennej losowej X. Podaj dystrybuante dla typu skokowego, ciggtego
i w przypadku ogdéinym.

Jesli dla zmiennej losowej (X,Y) interesuje nas rozktad tylko jednej z jej zmiennych sktadowych, podczas gdy
druga przyjmuje wartosci dowolne, to méwimy o rozktadzie brzegowym odpowiedniej zmiennej.

Jesli zatem zmienna losowa (X,Y) jest typu skokowego, to:
/\P(X =x) =PX=x,Y =y) + PX =x,Y = y,) + - = zpik = Di.
i K

definiuje funkcje prawdopodobienstwa rozktadu brzegowego zmiennej losowej X.

Jesdli zmienna losowa (X,Y) jest typu ciaggtego, to funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej losowej X
wyraza sie wzorem:

() = f (. y) dy

Ogdlnie dla zmiennej losowej (X,Y) dystrybuanta rozktadu brzegowego zmiennej losowej X dana jest
wzorem:

Fi(x) =F(x,00) =P(X <x,Y < o)
W szczegoélnosci, jesli zmienna losowa (X, Y) jest typu skokowego:
Fi(x) = Z Di. = Z Zpik
xi<x xi<x k

Jesli natomiast (X, Y) jest typu ciggtego:

Fi(x) = ff1(x)dx= fjnf(x,y)dydx

—00 —00



zad. 13

W pewnym urzadzeniu trzeba przecietnie 7 razy w roku (<7000 h pracy) wymienia¢ pewien podzespét.
Zaktadajac, ze liczba wymian tego podzespotu w danym okresie ma rozktad Poissona, wyliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze konieczno$¢ wymiany podzespotu wystapi po 100 godzinach pracy.

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo koniecznosci wymiany podzespotu po 100 h pracy, mozemy obliczyé¢
prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu 100 h bedzie trzeba dokona¢ wymiany O razy.

p — prawdopodobieristwo wystgpienia koniecznosci wymiany
k — liczba wymian podzespotu

n — liczba godzin

A:n*p:]_OO* 0.1

7000

e—ﬂlk 6_0'10.10 o1




zad. 14

Oblicz E(X) i D?(X) rozktadu Poissona.

Ak_l
=1
— |
= (k—1)

E(X) = Z kye A = Qe?
k=1

D?3(X) = E(X?) — E%(X)

E(X?) = Z kz%e—l Z[k(k D4k —e - [Z fe(k m z""kil
k=1 ' k=1 k=1
= e—)L |:AZ Z (k 2)' Z — 1)'] —2(1282 + /‘leﬂ) /12 +2

D2(X) = A

zad. 15



Podaj wtasnosci wariancji i udowodnij, ze suma wariancji jest rowna wariancji sumy zmiennych.
Witasnosci wariancji D?(X):

1. D?(X+c)=D?(X)
2. D?(X) =E(X?) - E*(X)
3. AczmD? <E(X —¢)?

nieréwnosc Czebyszewa:
4. jesliD?(X) < o to Ag>o zachodzi:

2
Plw:|X —m| 2¢e} < —
&

Dowdd:

D2X+Y)=E((X+Y)?)—E*(X+Y)=EX?+2XY +Y?) —[E(X) + E(V)]?
=EX?) +2E(XXY) +E(Y?) —E?(X) —2E(X)E(Y) —E*(Y) =

dla zmiennych niezaleznych wartos¢ srednia iloczynu jest réwna iloczynowi wartosci srednich

=[E(X?) —E?’(X)]+[E(Y?) = E?’(")] + 2E(X)E(Y) — 2E(X)E(Y) = D2(X) + D%(Y)



zad. 16

Zdefiniowaé proces losowy, jego wartos¢ srednig i funkcje korelacyjng. Kiedy mozina wyznaczy¢ te
charakterystyki dysponujac pojedynczg realizacja procesu (warunek dostateczny dla proceséw
stacjonarnych w szerszym sensie + odpowiednie wzory).

Procesem losowym nazywamy rodzine zmiennych losowych {X;(w),t € T} okreslonych na przestrzeni
probabilistycznej {Q, A, P}. Inaczej méwigc, proces losowy to losowa funkcja parametru t € T czyli taka,
ktora dla kazdej wartosci tego parametru jest zmienng losowa.

Wartoscig $rednig procesu losowego X(t) nazywamy funkcje m(t), bedacy dla kazdego t € T wartoscig
$rednig zmiennej losowej X (t), ktora proces ten jest w chwili t:

[oe]

m(t) = E[X(t)] = J x dF(x,t)

— 00

Funkcja korelacyjna procesu losowego X (t) definiujemy wzorem:

Ry (ty,t5) = E{[X(t;) — m(t)][X(tz) — m(tz)]}

Analogicznie definiujemy funkcje korelacyjng rzedun > 2:

Ry(ty,tp, .., ty) = E{[X(t)) — m(t)][X(tz) — m(t)] ... [X(tn) — m(t,)]}

Powyzsze charakterystyki mozna wyznaczy¢ dysponujgc pojedynczg realizacjg procesu jezeli proces jest
procesem ergodycznym. Warunek dostateczny ergodycznosci proceséw losowych stacjonarnych w szerszym
sensie o ciggtej funkcji korelacyjnej ma postac:

lim Ry(t) =0
|z|>00
Przyktadowo, dla procesu stacjonarnego w szerszym sensie ergodyczno$¢ wzgledem wartosci sSredniej

oznacza, ze:

T

E[X(t)] =mz%fX(t) dt

0

Natomiast ergodycznosc tego procesu wzgledem funkcji korelacyjnej oznacza, ze:

'ﬂlr—*

T
Ry(t) = E{[X(t) — m][(X(t + T) — m]} fX(t) m][(X(t + 1) —m] dt
0



zad. 17

Definicja proby losowej, estymatora parametru q cechy X. Dany jest rozktad N(5000;50), préba n-
elementowa i $rednia m. Obliczyé prawdopodobierstwo, ze $rednia m jest z przedziatu [5050; 5100].

Probg losowg nazywamy wektor losowy (Xi,Xo,...,X,), ktdrego elementy sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie prawdopodobienistwa takim samym jak rozktad interesujgcej nas cechy X (zmiennej
losowej).

Estymatorem parametru q cechy X w populacji generalnej nazywamy kazdg statystyke

Qn = f(X1, X5, .., Xy)
taka, ze:
\/ lim PG, —al <) =1
c>0n

Wartos¢ estymatora @, wyliczong z préby odpowiadajacej pojedynczemu losowaniu nazywamy oceng
parametru q i oznaczamy jako: q, = f(xq1, X2, ..., Xp)

Wiemy, ze rozkfad normalny jest nieskonczenie podzielny, a zatem zmienna losowa M, =;Z?=1xi ma

rozktad N(m, oy, ), gdzie oy, = =

N
b
PO, € la,b]) = F5) ~ (@) = —— [ exp [~
a, = —Fla)=——| exp|————| dm
" UMn\/Zna P 20Mn2 "
W celu skorzystania z tablic unormujemy zmienng losowg podstawiajgc:
v = M, —m
Om,
Zatem:
Y2
1 v
P(My € [a,b]) = P(Y € [y1,y2]) = F(y2) —F(y1) = = J e z2dy=p,>0
V2m
Y1
gdzie:
_a—m
Y1 = ou,
b—m
V2 =



zad. 18

Narysowaé wykres dystrybuanty oraz wyprowadzi¢ wzér na wartosc srednia i wariancje zmiennej losowej
o rozktadzie dwupunktowym.

F(x)
1 1 1
0 o —»
Xo x;1 X

EX)=x1p+x,(1—p) =x1p+x2 — X0 = p(xy — x3) + X

D2(X) = [xs —E)Pp+ [x; —ECOP (A —p) =+ = (x; — x2)*(1 — p)p



zad. 19

Zdefiniuj zmienng losowa, rozktad prawdopodobienistwa i dystrybuante. Wykresli¢ dystrybuante dla rzutu
szescienng kostka do gry.

Zmienng losowga nazywamy funkcje rzeczywistg X okreslong na przestrzeni zdarzen elementarnych Q i takg, ze
przeciwobrazy zbioréw borelowskich na prostej (w R!) otrzymane za pomoca tej funkcji s3 zdarzeniami
losowymi. Wystarczy wymagacé, by przeciwobrazy przedziatéw postaci (—oo; x) byly zdarzeniami losowymi,
gdyz kazdy zbidr borelowski na prostej mozna otrzymac za pomocga przeliczalnej liczby dziatan na takich
przedziatach.

Innymi stowy, zmienna losowa X to funkcja dziatajaca z Q w R? taka, ze:
/\X‘l[(—OO;x)] ={w:X(w) <x}€EA
X
Widzimy zatem, Zze zmienna losowa to funkcja odwzorowujgca Q w prostg, mierzalna wzgledem

prawdopodobienistwa.

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazywamy prawdopodobienstwo indukowane czyli
funkcje zbioru dang wzorem:

Py(S) = P[X"1(S)] = Plw: X(w) €S], S € Ay

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje rzeczywista F (x) okreslong wzorem:

F(x) = Px[(—o0;x)] = P[X™!(—00;x)] = P{w: X(w) € (—0;x)} = P(X < x)

Wykres dystrybuanty dla rzutu szescienng kostka do gry:

F(x) a
1 B LT EEPEEEEE o—
S RRRRRRRREEEE L LERRE —o
P —o |
e — |
e
e L1
0——O0— i i i ’. —
1 2 3 4 5 6 7 X



zad. 20

Obliczy¢ E(X) i D?(X) dla rozktadu wykfadniczego.

— [ o0
EX) = f xde M dx = |17’ li;ex—lx Y z —_e}’b‘ = [—xe"b‘] o + f e M dx =

—00

-2
=[—xe“—e x] 3 [_elxlx+1] 0

A

dlax <0 f(x) =0, mozemy wiec zmieni¢ granice catkowania:

[_ Ax/lx+1 00_0+1_1
T o T T AT
EXZ_ ZA—ﬂ.xd _ u=x2 u' = 2x _ Z—Axoo 2 —AXd _ZEX_Z
(X7) = ] x"e x_v’=le"1x v=—e‘1x_[_xe ]O+ xe x"Z ()_ﬁ
0 0
) _ ) ) 2 1 1
D(X)—E(X)—E(X)_?—F_F



zad. 21
Sformutuj twierdzenie Bayesa.

Jesli Ay, A,, ... tworzg podziat przestrzeni Q,P(A;) > 0,i =1,2,... oraz B jest zdarzeniem, dla ktérego
P(B) > 0, to stuszny jest nastepujacy wzdr (zwany wzorem Bayesa):

P(A)P(BIA)
521 P(4))P(BlA))’

P(4;i|B) =



zad. 22
Definicja estymatora.
Estymatorem parametru q cechy X w populacji generalnej nazywamy kazdg statystyke

Qn = f(X1, X5, ..., Xp)
taka, ze:
\/ lim PG, —al <) =1
c>0n

Wartos¢ estymatora @, wyliczong z préby odpowiadajacej pojedynczemu losowaniu nazywamy oceng
parametru q i oznaczamy jako: q, = f(x1, X3, ..., X)) .



zad. 23
Definicja proby losowej, sposob pobrania préby losowej, jakie postulaty musi spetnia¢ préba losowa.

Probg losowg nazywamy wektor losowy (Xi,Xs,...,X,), ktérego elementy sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie prawdopodobienstwa takim samym jak rozktad interesujgcej nas cechy X (zmiennej
losowej).

Préba powinna byc¢ reprezentatywna, tzn. spetniac postulaty:

a. jednakowej szansy trafienia do préby kazdego elementu populacji generalnej
b. odpowiedniej licznosci

Préba prosta musi spetniaé¢ dodatkowo postulat:

c. niezaleznosci badan elementdw trafiajgcych do préby.



zad. 24
Definicja statystyki.
Statystyka nazywamy kazdg funkcje préby losowej, czyli zmienng losowa Y postaci:

Y =f(X1, Xz, X, f: R" >R



zad. 25
W jaki sposdb estymujemy wartosé cechy X.

Pobierzmy prébe n-elementowg (x4, x5, ..., X,,) i wyznaczmy dla niej wartos¢:

n
=) 1 —
o’ = =07 == ) (5~ )

i=1

ktdrg przyjmujemy jako ocene estymatora wariancji danego wzorem:
n
21 2
Sp” = _Z(Xi - M,)
ne
1=

gdzie (X1, X3, ..., X;,) jest préba losowg, a M,, jest estymatorem parametru m.

Zeby zbada¢ zgodnoé¢ estymatora S,,? rozpatrzmy zmienne losowe Z; = (X; — M,))%, i = 1,2,...,n. Widzimy,
ze:

spetnia zatozenia stabego prawa wielkich liczb Chinczyna, zatem ciag 512,522, ... jest stochastycznie zbiezny do
E(Z) = o?. Estymator jest wiec estymatorem zgodnym.

Zeby zbadaé, czy estymator jest nieobcigzony nalezy obliczy¢:

%Zm—mﬂ

2 —
Pamietajac, ze D?(M,,) = % otrzymujemy E(Snz) = nTlaZ. Jest to wiec estymator obcigzony. Na podstawie

E(S,?)=E

otrzymanego wzoru widzimy natomiast, ze estymator nieobcigzony powinien mie¢ postac:

n

/ 1 1

Snz - n-— 15"2 - n-— 1Z(Xi M)’
i=1

Nie jest to jednak estymator najefektywniejszy dla znanych nam rozktadéw parametru o2.



zad. 26

W wyniku dtugotrwatych obserwacji znana jest wariancja pomiaréw pewnej wielkosci (wariancja = 0.02).
llu trzeba dokona¢ pomiaréw tej wielkosci, aby z prawdopodobienstwem = 0.99 srednia arytmetyczna
otrzymanych wynikéw roéznita sie od wartosci sredniej o < 0.01?

e=0.1
g% =0.02
2
o
2 _
oM, -

P(IM, — E(M,)| =€) <1—0.99 = 0.01

Wz6r Czebyszewa:

DM — EMA > <0Mn2_02_ 0.02 2
(1M, —E(Mp)| =€) < £2 _E_n*o’lz_ﬁ
zatem:
2
—<0.01
n
n > 200

Aby otrzymac¢ podang doktadnosé trzeba dokonac przynajmniej 200 pomiardw.



zad. 27

Wykazaé, ze wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych X, Y jest rowna sumie wariancji tych
zmiennych.

D2X+Y)=E((X+Y)?)—E*(X+Y)=EX?+2XY +Y?) - [E(X) + E(V)]?
=EX?) +2E(XY)+E(Y?) —E?(X) —2E(X)E(Y) —E*(Y) =

dla zmiennych niezaleznych wartos$¢ srednia iloczynu jest réwna iloczynowi wartosci srednich

=[E(X?) —E?’(X)]+[E(Y?) = E?’(")] + 2E(X)E(Y) — 2E(X)E(Y) = D?(X) + D?(Y)



zad. 28

Definicja procesu losowego (stacjonarnego chyba) w szerszym sensie oraz jego wartos¢ srednia (skorzystac
z ergodycznosci).

Proces losowy X(t) dla ktdrego istniejg: wartos¢ srednia m(t) i funkcja korelacji Ry(tq,t;) nazywamy
stacjonarnym w szerszym sensie jesli:

m(t) =m

Rx(t,t2) = Ry(T), 1 =t; — t;

Jezeli proces losowy jest stacjonarny w szerszym sensie oraz:
lim Ry (1) =0
|T|>0

to jest on procesem ergodycznym, Oznacza to, ze:

T

E[X()]=m = %fX(t) dt

0



zad. 29

Estymator najefektywniejszy wartosci Sredniej.

. . . L . | .
Pobierzmy prébe n-elementowa (xq,x5,...,%X,) i wyznaczmy z niej warto$¢ m, = x =;Z?:1xi , ktérg

przyjmiemy jako ocene parametru m, czyli wartos$¢ estymatora tego parametru danego wzorem:

n
2%
i=1

M, =

S|r

gdzie (X1, X3, ..., X;,) jest préba losowa.

Dla zmiennej losowej M,, spetnione sg wszystkie zatozenia stabego prawa wielkich liczb ChiAczyna, zatem
estymator ten jest stochastycznie zbiezny do m (jest estymatorem zgodnym tego parametru). Jest rowniez
estymatorem nieobcigzonym parametru m, poniewaz:

1 = ms*n
E(Mn)=£ZXi= ——=m, n=12,..
i=1

Zeby zbada¢ czy jest to estymator najefektywniejszy musimy przyja¢ zatozenie o rozktadzie cechy X populacji
generalnej. Zatézmy wiec, ze jest to rozktad normalny N(m, o), czyli:

1 (x —m)?
fx,q)=fx,m) = exp [— T]

oV2m
zatem:
2
x—m
Inf(x,m)=— ln(aVZn) - u
202
oraz:

d(nf(x,m)) x—m
om - o2

Podstawiajgc do prawej strony nieréwnosci Rao-Cramera otrzymujemy:

1 1 1 o?
— 21 _ 21 2
b5 | neE[F] el T

Po lewej stronie nieréwnosci mamy:
n
1 ZDZ(X) no? o?
n2 ¢ 4 n2 n

=

D*(My) = D*

n
n .
=1

Nieréwnos¢ R-C jest spetniona, zatem estymator M,, przy zatozeniu, ze cecha X ma rozktad normalny jest
estymatorem najefektywniejszym.



zad. 30

Podac o-algebre zbioréw borelowskich.

Algebre A podzbioru przestrzeni () nazywamy §-algebra zbioru jesli:
(4,4,,..€ A)=> (U2, A;€EA), zprawa de Morgana
A, Ay, .. €A, NZ1A;EA

zatem §-algebra zbioru, to klasa zbioru zamknieta ze wzgledu na wszystkie operacje przeliczalne.

o-algebra podzbioru przestrzeni () generowana przez las wszystkich zbioréw otwartych (domknietych)
nazywamy §-algebrg zbioréw borelowskich a jej elementy zbiorami borelowskimi.

by Marcin R.



